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Resumen

Este trabajo estudia la aproximacion numérica de la solucidon de un
sistema tipo Boussinesq 2D, no lineal, en donde implementamos un método
de error a posteriori para el refinamiento automatico de la malla del método
de elementos finitos para disminuir el error en la aproximacién. En trabajos
anteriores se ha estudiado la existencia y unicidad de soluciones para este
tipo de sistemas (Mejia & Mufioz, 2021; Chen, 2009). En esta continuacion
de nuestro trabajo presentamos estimaciones de error a posteriori para las
aproximaciones semidiscretas y las comparamos con otros estimativos
obtenidos de forma automatica (Rognes & Logg, 2013).
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Abstract

This work studies the numerical approximation of the solution of a non-linear
2D Boussinesq type system, where we implement a posteriori error method for
the automatic refinement of the finite element method mesh to reduce the error
in the approximation. In previous works, the existence and uniqueness of
solutions for this type of system has been studied (Mejia & Mufioz, 2021; Chen,
2009). In this continuation of our work, we present post hoc error estimates for
semi-discrete approximations and compare them with other estimates obtained
automatically (Rognes & Logg, 2013).
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Introduccion

En los Ultimos afios, ha habido varios desarrollos analiticos vy

computacionales en el estudio de la propagacion de ondas acuaticas. Sin
embargo, aun existe la necesidad de modelos matematicos precisos vy
estrategias numéricas que nos permitan resolverlos de manera mas
eficiente y con menor costo computacional. Una estrategia es el uso de
estimativos de error a posteriori para refinar la malla del FEM en los lugares
necesarios y de esta manera disminuir la cantidad de céalculos para obtener
buenos resultados en la aproximacién de la solucion.
Las ecuaciones de Euler completas (que describen el flujo de un fluido
incompresible, irrotacional y no viscoso) se pueden simplificar a modelos
reducidos mas manejables, cuando el fendmeno fisico se restringe a un
régimen de escala asintotico especifico. Bajo esta estrategia de modelado
tenemos las ecuaciones tipo Boussinesq que incluyen los términos de orden
mas bajo con respecto a la no linealidad y los efectos dispersivos (Bona &
Chen, 1998; Bona, Chen & Saut, 1998).

Las soluciones exactas para estos modelos de ondas de agua no lineales
con condiciones iniciales y dominios espaciales arbitrarios no suelen estar
disponibles, por lo tanto, un modelo numérico de estas soluciones es un
problema muy importante que debe abordarse. Para realizar esta tarea,
debido a las dificultades derivadas de la complejidad de las ecuaciones
diferenciales gobernantes y la necesidad de tratar con fronteras irregulares,
se usa el método de elementos finitos que con la flexibilidad de una malla
variable es mas versatil que el método de diferencias finitas o espectrales
en dominios geométricamente complejos.

Entre los trabajos previos que utilizan el método de elementos finitos
para sistemas tipo Boussinesq, tenemos Mitsotakis, Ilan & Dutykh (2014);
Mitsotakis, Synolakis & McGuinness (2017); Dougalis, Mitsotakis & Saut
(2007); Chen (2009); Dougalis, Mitsotakis & Saut (2009), los cuales
utilizaron el enfoque estandar de semidiscretizacion (también conocido
como método de lineas verticales) donde la primera etapa es la
discretizacidon del dominio espacial y en la segunda se resuelve el sistema
resultante de ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable temporal
mediante uno de los solucionadores habituales de ecuaciones diferenciales
ordinarias.



En el presente trabajo, se considera un sistema bidimensional tipo
Boussinesq para describir la interaccién de ondas de agua dispersivas y no
lineales con un fondo irregular dependiente del tiempo. Este modelo
matematico es mencionado por Chen (2009) y se puede obtener siguiendo
el mismo procedimiento que en Chen (2004) para el caso unidimensional
(Mejia, 2009). A diferencia de otras formulaciones de Boussinesq en la
literatura existente, la principal caracteristica de este modelo en particular
es que el efecto topografico aparece como un término forzado sin alterar
los términos de tipo dispersivo de tercer orden.

En este trabajo, introducimos un método eficiente de elementos finitos
que sigue un método semidiscreto de linea horizontal (método de Rothe),
donde primero discretizamos la variable temporal usando un esquema de
diferencias finitas de segundo orden tipo Crank-Nicholson, y luego, en cada
paso de tiempo, las variables espaciales se discretizan utilizando el método
de elementos finitos, donde los elementos que usamos son triangulos y las
funciones de elementos finitos son Lagrangeanos lineales, tanto para
superficie libre como para el campo de velocidad horizontal. El método de
Rothe conduce a una secuencia de problemas estacionarios que se pueden
resolver eficientemente con los solucionadores apropiados que se
encuentran en las bibliotecas de software disponibles publicamente.
Ademas, es relativamente facil probar varios tipos de esquemas de
diferencias finitas en el tiempo para la primera etapa del esquema
numeérico. Estas son ventajas importantes de este enfoque alternativo para
el modelado numérico de PDE evolutivas. Otra ventaja sobre el método
estandar de lineas verticales es que el método Rothe puede emplear
facilmente diferentes discretizaciones espaciales en diferentes instantes de
tiempo, lo que es util para modelar fendmenos de ondas de agua donde se
necesitan mallas adaptativas para seguir detalles en movimiento
localizados en la solucién. Otro caso donde la adaptabilidad es importante
es cuando hay algunas areas en el dominio con esquinas, donde
necesitamos refinar la malla utilizada en el paso de tiempo anterior para
mantener el rendimiento del esquema numérico. Por el contrario, si primero
discretizamos la variable espacial, lo que lleva a un gran sistema ODE,
entonces tenemos que elegir una malla de una vez por todas.

La implementacién numérica se realiza con la ayuda del FEniCS Project,
que es una plataforma de computacidon paralela de codigo abierto para
automatizar la aproximacion de soluciones de modelos matematicos
basados en ecuaciones diferenciales parciales (Logg, Mardal & Wells, 2011).
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Motivacion
Sean A, An € RMXN matrices y b, bn € R vectores. Encontrar x, x, € R tal
que

Ax = b, Anxn = bn

Donde h es un parametro que indica la calidad en la aproximacion, es decir, Ax

— Ay bn — b cuando
h-0

El error en la aproximacién es definido por:
€ := X — Xn

Usualmente el andlisis del error a priori es basado en un error de truncamiento
T y usa la identidad:

Are = Apx — Apxn = ApX — bp =T
Luego una cota del error a priori (discreta), con Cs,» € R estaria dada por
lell< Cshnll T, Cs,n :=|f AL
En contraste con esto, el analisis de error a posteriori usa la relacién:
Ae = Ax —Axp = b —Axn = p
Por tanto, una cota del error a posteriori (continua) estaria dada por:
lel=GCslipll, G :=I1ALI

Extendemos esta idea para calcular el error en un guncional J. Para j
R suponga que

deseamoscalcular el error en el funcional J
J(e) = J(u) —J(un) = (e, j) (1)

Para determinar el error en el funcional considere la solucidon z € R del
problema dual asociado

Az =] (2)

por tanto
J(e) = (e,J) = (e, Az) = (Ae, 2) = (p, 2) (3)
y finalmente el estimativo de error a posteriori
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b5
|7 (e)| = |pillzil (4)
i=1
Queremos extender el analisis anterior del error a posteriori a problemas no
lineales. Sea A(:), An(") :
RMT — RM funciones diferenciables y b, bn € R vectores dados y considere el
problema

A(x) = b, An(xn) = bn

Usando la matriz Jacobiana A'(x) y el residual no lineal p := b — A(xn)
tenemos:

n

1
(A(X) = A(xn), y) = (A(xn + se)e, y)ds = (Be, y), Vy €R”

n

1

con la matriz B := A'(xp+ se)ds, ]
z% RN 73 so?uuon del problema dual correspondiente

B L=
Ea(l%',t)&))o funcional 7()0
, sea
Bz = j (5)

Donde la regularidad de B+
es asumida

J(e) = (e,J) = (e, Bz) = (Be, z) = (A(x) — A(xn), 2) = (p, 2)

lo que nos permite estimar los pesos del error a posteriori

b5
|7 (e)| = |pillzil (6)
i=1
= z no puede ser calculado ya que depende del error
e que es desconocido Con la idea de superar este

problema vamos a aproximar B por

n

1
B := B(xhn, Xn) =0A'(Xh)ds = A'(xn)

y resolviendo el problema dual
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Ap )y = (7

aproximamos el (xn Zh Jn )
error por
(8)
N ~ ~
- - ~ W := |Z"h,il
T@©@)I=n:=1(p, zn)l < ' ’
Wilpi
|,
i=1

Estimativo a posteriori

SeanV vy Vv espacios de Hilbert definidos en un dominio Q c Rd, para d
= 1, 2, 3. Considere el

siguiente problema variacional: Encontrar u €

V tal que: (9

a(u, v) = L(v), )
weV

~

Asumimos que a : V Xx V' — R es una forma bilineal continua yquelL :V
— R un funcional lineal R R
continuo. Sea T una particiéon de Q y suponga que Va VyVh V son

espacios de elementos finitos
relativos a la triangulacion Th

El problema variacional discreto relacionado a (9) es: Encontrar un € Vj tal que:

a(un, v) = L(v), weVh (10)



Suponemos problema (9) cumple las condiciones del teorema de Lax-Milgram
para garantizar la existenciay unicidad en la solucién del problema discreto

Definimos el residual

como: r(v) = L(v) —a(un, v) (11)

* r(v) es un funcional lineal acotado
" r(v) =0,vWweVh
Estamos interesados en estimar la magnitud del error en un funcional

objetivo M : V R, para

unatolerancia e = 0 nuestro objetivo es encontrar (Vh,VAh) tal que un
satisface

n=I|M)—M(un| <e

Para estimar la magnitud del error introducimos el problema dual. Encontrar z €
V + tal que:

a(z,v) = M(v), weV* (12)

Donde (V *, Vv *) son el par dual del espacio trial y test, a~ denota el adjunto
de a que es a*(v, w) =
a(w, v) Buscamos que:

M(u) — M((un) = a(z, u—un) = alu—un, 2)
= L(z) —a(un, 2) = r(2) (13)

Dondg suponemos que el espacio Test y Trial se eligen tal que u — un € Vv o* y
Z € V , esto se tiene si,
V* =Ww=<Lv-w:v,weV3iyV=YV

Por la ortogonalidad del error en el método Galerkin aplicado a (13)
obtenemos la siguiente representaciondel error

M ((u) — M (un) = r(z) = r(z — nnz) (14)
Aqui npz € V'h esun campo en el espacio Trial, tipicamente un interpolante de
la solucién



Extension a problemas no lineales
Consideremos el problema variacional no lineal: Encontrar u € V tal que:

F(u,v) =0, vwel (15)

Para un funcional objetivo no lineal M : V — R definimos el problema dual
asociado como encontrar

z eV~ tal o )
que: F ™ (z,v)=M'(v), weW* (16)
Donde, V' * = Vpy V* = \/'. La forma bilineal F’ es un promedio apropiado

de la derivada de Frechet



Note que por la regla de la
cadena tenemos

F'(u-un,) = F(u, ) - F(un,).

El funcional lineal M’ es definido similarmente, por tanto:

(17)

(18)

M) —M(@un) =M'(Uu—unr) = F ™ (z,u—un) = F'(u-

Un, Z2)

= F(u, z) — F (un, 2)

= —F (un, 2) = r(2)

1.1. Modelo tipo Boussinesq

(19)

Valido como aproximacion de las ecuaciones de Euler para el problema

considerado si los parametros
a = ao/ho, Bo= h%/A% son pequenos.

V +uim+ tyvk-tar = —vpe )
t Er— 1 g t 0 5
2 ~

+ 1 —_ 7h) _
m+V.Vv+V.(h+7)V —(Ent=)—h,
t 6 t

donde, Vo= Wy,
v(x, y, ), n =nx,yt),

PO:PO(X/y/t)/ H =H(X/y/t)/

tt, (20)

(21)



(x,y)€Q cR2vy teR™*

Q = [-15, 15] x [=30, 50]

uo =20,
L 2
V&= n—.r,
n = ASech? 1 j“L‘(y+10) ,
0 2 GCs

A
A=O.1, Cs =1+
h =0, Po = 0.
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Figura 1: Soluciéon y malla para modelo tipo Boussinesq t = 1 y malla para modelo
tipo Boussinesq t = 1

Figura 2: Solucidon para modelo tipo Boussinesq t = 1 y solucién y malla para
modelo tipo Boussinesq
t=1
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